Karmasik Sayilar
Karmasik sayilar kiimesi, reel (gergel) sayilar kiimesinin genisletilmesiyle elde edilen

daha biiyiik bir kiimedir. Ornegin 2+ 1 =0 denkleminin ¢6ziimii IR kiimesi i¢inde
gerceklesmez. Denklemin ¢oziimiinden

olur. Karmasik sayilar kiimesinin birim 6gesi olarak tanimlanan +i i¢in
V= = ( / ) o —
seklinde tanimlidir. Béylece denklemin ¢oziim kiimesi = ve = — seklinde elde edilir.

Negatif bir sayinin karekokiinii kullanan ilk bilim insani ise kiibik denklemler tizerine ¢alismalar yapan
Italyan Fontana’dur.

1 gosterimini matematige Euler kazandirmistir.
o ve a #0i¢in ax? +bx +c¢ =0 denklemini ¢ozelim: A = b? —4ac olmak lizere

A =b* —4ac < 0 ise, denklemin reel kokii olmadigini biliyoruz.

Tanm: a, b ve i? =—1 olmak lizere z=a +ib bi¢imindeki sayilara karmasik (kompleks)
sayilar denir.

Gauss cebrin temel teoremi flizerine doktora tezini hazirladiginda yirmi iki yasindadir. Gauss,
karmasiksayilar i¢in a + bi gosterimini doktora tezinde resmi olarak tanitmistir. Burada reel sayilar,
karmasiksayilarin b’yi sifir aldigimizda ortaya ¢ikan 6zel bir tiirii olmasi dikkat cekmektedir.

Karmasik say1 genellikle z ve bu sayilarin olusturdugu kiime  ile gosterilir ve
={a+ibla,b }
seklinde yazilir. z =a +ib karmasik sayisinda;

a’ya bu sayiin reel(gercel) kismi denir ve Re(z) ile gosterilir. 5’ye bu sayinin sanal
(imajiner) kismi denir ve Im(z) ile gosterilir.

Kartezyen koordinat sisteminin kagifi Descartes, bu sayilara “sanal” adin1 vermistir.

Ornek: =3+ 2. karmasik sayisinin reel ve sanal kisimlar1 sirasiyla Re(z)=3,
Im(z)=2 olur.

Tamm: , , | olmak tizere, = + ve = + olsun.
-+ = =+ = = =

olmasidr.



Ornek. z =-2x —i lz ve w = —4+2y.i sayilarinin esit olabilmesi i¢in

— — 9 yel= =1
-2 =—4 = 2ve2 2 2

olmalidur.
Ornek. 4x> —2x +1 =0 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim:

A=(-2)?-44.1=4-16 =—12 <0 olmasi nedeniyle denklemin karmasik say1 olan iki
kokii vardir:

_—(=2)%(-2)2-441_2xVy=12_2+2/=3_2+243 _1_ V3

L2 2.4 -8 8 8 4 a4
Sanal Birimin Kuvvetleri
n €Z olmak lizere, i 'nin kuvvetleri agsagidaki gibi hesaplanir:
:\/—_1 2:—1 3:2. =— 4:2.2:(—1).(—1):1
5_ 4 — 6— 5 —2—_1 76 —_ 8—7 —_2-1
4 +1 — 442 —_1 4 +3 —_ 4 +41 =1
Ornek. 30 = ~(47+2) = % = 4; s=—1

Geometrik Gosterim
z=x+yi sayisina (x,y) ikilisi (noktas1) karsilik getirilir. Bu nedenle karmasik sayilar ile
analitik diizlemin noktalar1 arasinda bire-bir esleme vardir. Olusan diizleme karmasik

diizlem denir.

Norvecli yerdlgimeii ve harita tasarimcisi Caspar Wessel, sanal sayilar1 geometrik olarak
¢izenilkbilim insanidir.

Im Qe

0 =0+ .0 sayisi, O(0, 0) noktast ile,

x= -+ .0 sayilari, Ox ekseni ile,



y=0+ . sayilari, Oy ekseni ile eslenir.

Ox eksenine reel eksen, Oy eksenine sanal eksen denir.

Tanmm: = + . ve = — . sayilarindan birine digerinin eslenigi denir.
karmasik sayisinin eslenigi =  bigiminde gosterilir.
= ( + ) = + = — =
dir.
Im
A Z=x+Iiy
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Bir karmasik sayi ile eslenigi, reel eksene (Ox eksenine) gére simetriktirler.

Teorem 1. Bir karmasik sayinm esleniginin eslenigi kendisidir.

Ispat: = + . karmasik sayismm eslegi = — .  oldugu biliniyor. Tekrar eslenigi
alinirsa,

(= =)= = (=)= +. =
olur.

Tammm: Karmasik diizlemde, bir karmasik sayiya karsilik gelen noktanin baslangic
noktasina uzakligina bu sayinin modiilii veya_mutlak degeri denir.

Karmasik diizlem iizerinde x+i.y sayisina karsilik gelen nokta Z olsun. dik
licgeninde,

0Z 2=|0X |2 +|X71%= 2+ 2 veya  |z|=[x+iy =T+ 2



yazilir. Burada| |, = + . sayismn modiilidiir.

vx,y icin/ 2+ 2 ve| | =0dm.

Ornek. =—6+ 8 sayisinin modiilii | | = +/(—6)2 + 82 =+/36 + 64 = /100 = 10 olur.

Toplama ve Cikarma islemleri

Iki karmasik say1 = + ve = + olsun. Sifirdan farkli her karmasik say1i ’ye
gore birinci dereceden bir polinomdur. Bu nedenle,

=+ )+ )=+ )+ +)
- =+ )=+ )= =)+ )
seklinde tanimlanir. (GeoGebra)

Ornek. z =2—-3i ve w = 1+2i ise z+w ve z-w toplam ve farklarin1 bularak karmasik
sayilar diizleminde gosterelim.

+ =2-3)+(1+2)= 2+1)+(—-3+2) =3-—
- =2-3)-1+2)=2-1)+(-3-2)=1-5

Toplama-Cikarmanin 6zelikleri

Kapahlik Ozelligi: |, = + ., = + . olsun
+ =(+.)+(+ . )=+ )+ . + )bulunur.
Vo ¢ ( + ), + ) oldugundan ( + ) olur. O halde,

karmasik sayilar kiimesi toplama islemine gore kapalidir.

Gauss, karmasik sayilarin cebirsel olarak kapali oldugunu diizgiin bir sekilde ispatlayan
ilkmatematikgilerden birisidir.

Etkisiz (birim) Eleman Varhg:: ,0 , = + . ve0=0+ .0olsun.
+0 =(C +.)+0O0+ 0=( +0)+( +0) = + =
O+ =(0+0)+( +.)=@O+ )+O+ )= + . =

olur. O halde, sifir, karmasik sayilarda toplama islemine gore etkisiz (birim) elemandir.

Ters Eleman Varhigi:z ve = + . ise— = — — . olsun
z+(—2)=z=a+ib+(—a—-ib)=(@—a)+i(b—b)=0+i0=0

(—2)+z=(@—ib)+@+ib)=(—a+a)+i(—b+b)=0+i0=0



oldugundan, karmasik sayilar kiimesinde, toplama islemine gore, her elemanin tersi
vardir.

Birlesme Ozelligi: , | ve =a+ib, = + ., = + . olsun
(+ )+ =[@+ib)y+(+ . )]+ +.)=[C + )+ .C + )H]+( +.)
= [ +)+ 1+[C + )+ 1=[ +(C + )1+ [ +(C + )]
= + . +[(+)+.( +)]= +( +)

oldugundan, karmasik sayilarda toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.

( ,*+) sistemi bir gruptur.
Deg“igme Ozellig“i: , ve = 4+ . , = 4+ . olsun
+ =+ ) (F )= F)F L+ )=+ )F(+)
=(+.)+(+.)= +

oldugundan, karmasik sayilar kiimesinin toplama islemine gore degisme ézelligi var-
dir. ( ,+) sistemi bir degismeli gruptur.

Carpma Islemi: Iki karmagik sayi = + . ve = + . olsun. Sifirdan farkli her
karmasik say1 i ye gore birinci dereceden bir polinomdur. Iki polinomun ¢arpimi
islemi ile dagilma ve birlesme 6zelliginden yararlanilarak

=(+.)(+.)=(+.)+.(+.)= +. +. +2
=(

- )+.(C + )
bulunur.
Ornek: u =(3 +i) ve v =(1 +2i) ise u.v yi bulalim:
wy =G +i)(1+20)=(3.1-12)+B2+1.1)i =1 +7i

Teorem. Her = + . karmasik sayisiigin |z |2 = z.z dir.

ispat: . =( +.)( —. )= 2+ zz(Jﬁ)2:| E

Carpimin Ozelikleri
Kapahhk Ozelligi: | ve = + ., = + . olsun
=(+. )+ .)=C - ). + )

olur.( — ) ve( + ) oldugu i¢in iki karmasik sayinin ¢arpimi yine bir
karmasik sayidir. Karmasik sayilar kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir.



Etkisiz (birim) Eleman Varhgi: z,1 € ve = + |1=1+0 oldugu goézoniine
alinirsa,
A=(C +. 1+ .0)=(C.1—- .0)+ .(.0+ 1)= + . =

bulunur. O halde, 1 = 1 + .0 sayis1 karmasik sayilar kiimesinde ¢arpma islemine gore
etkisiz (birim) elemandir.

Ters Eleman Varlig1: z karmasik saymnin ¢arpma islemine gore tersi  ~* ile gosterilsin.

=1
olmahdir. §imdi bu esitligi saglayan ! sayisim belirleyecegiz:

= 4+ . ise

+ . SO+ (=)

-1 - - _ _
24 2 2, 2 ‘242

=

bulunur. z ! oldugu aciktir. Sifir harig, karmasik sayilar kiimesinde ¢carpma islemine
gore her elemanin tersi vardir.

Birlesme Ozellig’i: u,v,z veu=a+bi,v=c+di,z=x+yiolsun.
(.) =[C+. )+ . )HC+.H)=[C — H)+.C + )HC+.)
= - ) —-C + )I+IC - ) +C + )]

=( -~ - = O+ =+ )
= [ (- [ - (=]
=+ = )+ =0+ )]
=+ O = )+ 1= ()

bulunur. Karmasik sayilarda carpma isleminin birlesme ézeligi vardir.

Degigyme Ozelligi: u, v€  ve u= a+bi, v= c+di olsun. Reel sayilarda dagilma,
birlesme ve ¢arpma islemine gére degisme 6zeligini uygularsak,

=(+.)(+.)=C - )y+.C + )=C - ). + )
:(+_),(+.):.

bulunur. Karmasik sayilarda carpma islemine gore degis me 6zelligi vardir.

Sonug olarak, (  —{0}, -) sistemi ¢arpma islemine kapalidir; etkisiz eleman vardir; her



elemanin tersi vardir; birlesme ve degisme Ozeliklerini saglar. Degis meli bir gruptur.

Dagilma Ozelligi: Karmasik sayilarda carpma isleminin toplama islemi iizerine
dagilma 6zelliginin varligini gosterelim:

C ve = + ., = 4+ . , = 4+ olsun
(C+H)=C+. DI+ . H)+(C+ )I=C+ I+ )+ .( + )]
=[C+ ) C+ )+ [C+ )+ (+)]
=( + — - )+ .( + + + )
= - )y+.C + HI+IC - H)+.C + )l
=M+ .)C+ HLIC+.)(C+.)]
= . +
bulunur. Karmasik sayilarda c¢arpma isleminin toplama islemi tlizerine soldan

dagilma ozelligi vardir. Benzer sekilde, sagdan dagilma 06zeliginin varligi da gos-
terilebilir.

Karmasik sayilarda ¢arpma isleminin toplama islemi lizerine dagilma 6zelligi vardir.
O halde ( — {0}, + ") sistemi bir cisimdir.

Teorem. , |, , ZOve = i1se = dir.

Ispat: = + . , = + . ve = + . olsun

ve

=(+.)(+.)=C - )+.C + )
olacaktir. = olmasi i¢in

( — )+ + H)=C - ). + )
olmalidir. Buradan,

(= = + )+ + - - )=0
cikar. Sol yanin eslenigi ile carparsak

(= - + P+( + - = )=0

yada



[(-) +( =) P+ -) +(-

yazabiliriz. Bu ifadedeki biitiin sayilar reel ve = +
esitligin saglanabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

a=c ve b=d

olmasidir. Oyleyse,

olur.
Bolme: u,v veu=a +bi,v=c+di,v#0olsun.

+

) P=0

# 0 oldugundan, son

_ o+ _(+ (-
(+ (-

+

olur.

Bolme islemini ters eleman yardimiyla sdyle tanimlayabiliriz:

N 1 14
u,v ve v Z0 olmak lizere— = .== . ~dir.

Teorem. u,v € ise, asagidaki bagintilar vardir.

Toplama isleminin Geometrik Yorumu

)
YT 24 7+

24 2

Iki karmasik saymin mutlak degerleri toplami, bu sayilarin toplaminin mutlak

degerinden kii¢iik olamaz. (GeoGebra)
[T+ =1 + |

Cikarma isleminin Geometrik Yorumu

Iki karmasik saymm mutlak degerlerinin farki, farklariin mutlak degerinden biiyiik

olamaz. (GeoGebra)



Iki Karmagik Say1 Arasindaki Uzakhik

= + . ve = + . iki karmasik say1 arasindaki uzaklik, karmasik sayilar
diizlemindeki goriintiileri arasindaki uzaklik olarak tanimlanir. Dolayisiyla,

= + . ’ingorintist (, ), = + . ’ningorintisi ( , )ise

| = 1=l 1=yT= P+ = 2=y~ 7+( - 2= ~ |

Ornek: { | | —1+ | =2, } kiimesini karmasik diizlemde gdsteriniz.
Cozim: = + . olsun
| =1+ |=2 | +. =1+ [|=2 |[( =1+ .( +1)[=2

VO =12+ ( +1)2=2 ( —1)2+( +1)*=4
olur.
Kutupsal Gosterim

Sifirdan farkli bir karmasik sayir z=a+ib olsun. Bu saymin karmasik sayilar
diizlemindeki goriintiisiinii orijine birlestiren dogru pargasina » ve » nin Ox ekseni
ile pozitif yonde (saatin tersi yonde) olusturdugu acinin Olgiisiine 6 diyelim. Dik
i¢cgenden,

| 1=VZ+ 2, =rven =[] . =—veya =] |

yazilir. a ve b yerine degerleri konularak,

veya
| |= vyazilwsa = + = ( + )=

elde edilir. Bu bi¢imdeki gosterime, karmasik sayilarin kutupsal (veya trigonometrik)
gosterimi denir.

Moivre ve Newton, trigonometriyi karmasik sayilarla birlestirmistir.

Tve =17 esitliklerini saglayan

reel sayisina z karmasik sayisinin argiimenti denir ve ()= veya ( + )=
biciminde gosterilir. 0<6<2rx ise 0 ya karmasik sayinin esas argiimenti denir.

Sifirdan farklh = +  karmasik sayis1 igin,

Mutlak degeri ve argiimenti verilen bir karmasik sayryr bulmak kolaydir. Karmagik
sayinin mutlak deger ve argiimentine bu saymin kutupsal koordinatlart denir ve (| |, )
veya (, ) bi¢iminde gosterilir.



Karmasik say1, 6 argiimenti radyan cinsinden,
= + = ( + )=r[cos(0 +2kr) +i sin(6@ +2kn)], k Z

bigiminde de yazilabilir.

Ornek: =1+ +/3sayisinin argiiment ve esas argiimentini bulunuz.
s o o > 2 _ . 1 . a3
Cozim: | | = =1 +(\/§) =v1+3=2 ve k i¢in cos 0= ve sin 0= —
Tt

O=arg z :g+ 2kt olur. Ayrica @ i¢in esitligi saglayan en kii¢iik pozitif reel sayi 3
oldugundan, z sayisinin esas argimenti g radyandir. O halde

_ 1 .v3\ _ m L n . . T
z=2. (?H.7) =21 37t - 3] 2.0 (?-2kT[)+/.sm(?-2kT[)] olur.

Kutupsal Carpma ve Bolme

z=ri(cosOi+i.sinf) ve w=ry(cosbr+isinf) karmasik sayilarmmin ¢arpimini ve
boliimiini bulalim.

zw=r1(cosf1+i.sin01).r2(cosb>+i.sinh)
=r1.r2[(cosfi.cosbr—sindisind)+i. (sindicos 6> +cosdisinbs)|
=r1.r2[cos(61+62)+i.sin(61+6,)] yani z.w=r1.r2cis(61+6-) olur.
Benzer sekilde
-= . _1=—;[ (1— 2)+isin( {— 5)]bulunur.
Yukaridaki esitliklerden,

(.)=1t2= O+ ()

ve
(=)= 1—2= (O—- ()
sonugclarini ¢ikaririz.

Ornek: z = 2(cos75° +i.sin75%) , w = 3(cos45° + i.sin45%) olmak iizere z.w
¢arpimini bulunuz.

Coziim: . =23 ((75°+45%+ . (75°+45%9]=6.[ (1209 + . (1209]

=6.(— 60°+ . 60 =61+ B)=—3+3V3i



3 6
Cozim: (=)= - =3-573
KARMASIK SAYILARIN KUVVETLERI
= [ + . ]
2= .= +. 1L +. 1=7? 2+. 2]
== 2 o+ 2 10 + 1= 3 3 + 3]
= "1 + ]

olur.
Teorem. Vn € Ticin,
(cosf+i.sin @) =cosnl +i sinnb
dir. Buesgitlige De Moivre esitligi denir.

Ornek: (-1 +i)° sayisin1 kutupsal bigimde yazalim.

| =1+ |=(-1)2+1% =2 vecosd = vesi® =~ 9:3—oldu“undan,
V2 V2 4 g

(-1+ ¥=(( 3—)6

6 3 3 9 9
= e )= 3 —_— N
(s sg)=2( Z+. )
Karmasik sayilarin Kokleri

u=a+ib=r(cosf+i.sinf) sayisinin n-inci (n€N") kuvvetten koklerini +  ile
gosterecegiz. Bu kokler

= ®z"=u
bagintisini saglayan z sayilardir.
Gauss karmasik sayilar cisminde tanimlanmis n’inci dereceden bir polinom denkleminin n tane
¢oziimiioldugunu ispatlamistir. Bu, bir polinomun kéklerini her zaman bulabilecegimiz anlamina

gelir. Bu nedenle gilinlimiiz fiziginde denklem ¢o6ziimlerinde siklikla karmasik sayilar
kullanilmaktadar.



Ornegin, karesi -5 olan bir reel say1 olmadigini biliyoruz; ama karesi -5 olan

—5=52=(y5. ) ve—5=5 2= (=5 )

karmasik sayilar1 bulabiliriz. Ancak bunun gibi 6zel ¢6ziim her zaman miimkiin
degildir. Karmasik sayilarin kéklerini bulmak i¢in asagidaki teorem kullanilir.

Teorem (De Moivre Teoremi).
u=rfcosO+i.sinf] ve n €N" icin z" = u denkleminin kokleri £=0,1,2,---,n—1

olmak uzere

_ 1/.[ +2 | +2 1

seklindedir.
Ispat:

Z" =u denkleminde u =r/cos@+i.sinf] degerini yerine yazip, De Moivre teoremini
uygularsak,

= = [ + ] :[ ( + )]1/
- 1 1
=l (42 )]+ [=( +2 )
bulunur.
= denklemini saglayan z sayilarina u sayisinin n-inci kuvvetten kokii denir.

Koklerin modilleri esit ve +/| | dir. Aglimentleri ise birbirlerinden farkli olup

+2 +4 +2( -1 . e ] Qe e s . . ..
-, , R (1) dir. Goriilldigi gibi, verilen bir # karmasik sayisinin z-inci

kuvvetten n tane kokii vardir. Bu kokler karmasik diizlemde, merkezi orijinde olan
V| | yarigapli gember lizerinde esit araliklarla siralanir.

Ornek. — 3+ = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

Cozim: =0,1,2,... olmak lizere
3 = = =0+ — | | — 1,
_ 0 _ 1 _
=1=0  =1=1 = =3

olup, De Moivre teoreminden



:11/3.[ 2 3 + 2 3 ]
-t i) G
o =l )+ (1-Ee
st ol GR)e GrRNml ()
=2ien ool ) ISl e 3
Ornek. =3 —4. sayismn karekdklerini bulunuz.
Cozim: = + . ve 2= olsun.
=2 3-4 =(+.) 3-4=2+2 =2
3= 2 __ 2
-2
—4=2 R

olur. Budurumdaz=2 —i

4-324=0 (°?+1).(%=-4=0

{

vez =—3+iolur.

2 ¢ =—
-2 ¢ =1

(2-4)



